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Chapitres du cours

Origines des ordinateurs et des réseaux informatiques
Codage des nombres

Codage des médias

Circuits logiques

Architecture des ordinateurs

Conception et exécution de programmes
Algorithmique, programmation et structures de données
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Rappel

e On peut coder les informations qui nous intéressent sous forme d’états
binaires (cf. chapitres précédents).

e On veut réaliser des raisonnements logiques qui portent sur ces données :
autrement dit, on veut effectuer un traitement de ces données.
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Exemple de table de véritée

Considérons pour 'exemple un cas simplifié d’infraction routiére en Suisse :

"Une personne est en exces de vitesse si elle roule a plus de 50 km/h a
l'interieur d’une localite."

Nous voulons qu’un ordinateur puisse traiter ce type de proposition
logique.

Pour formaliser une telle phrase, on peut :

1) Repérer les sous-parties : étre en exces de vitesse, étre hors localite.
2) Résumer le tout sous la forme d’'une table de vérité.

Yann Thorimbert
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Exemple de table de véritée

Limitation de vitesse dans les localités en Suisse (ou 1 = "oui", 0 = "non").

Roule & plus de 50 km/h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

"Est en infraction" est vrai si et seulement si :
"roule a + de 50 km/h" est vrai et "est hors localité" est faux.

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")
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Les éléments d’'une expression logique

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")
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Les éléments d’'une expression logique

["Est en infraction"] = ({Roule a plus de 50 km/h"} ET (PAS E‘hors Iocalité'}

[

Propositions logiques : chacune est soit vraie, soit fausse
(valeur de veérité)
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Les éléments d’'une expression logique

["Est en infraction"] = ({Roule a plus de 50 km/h"}

[

Propositions logiques : chacune est soit vrai
(valeur de vérite)

'hors Iocalité'}

Fonctions logiques
(operent sur les propositions)
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De table de verité a circuit logique

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")

On pourrait réaliser cette fonction logique sous la forme d’un circuit électrique
avec des interrupteurs :

Excés de vitesse Pas hors localité

Infraction

@
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De table de verité a circuit logique

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")

On pourrait réaliser cette fonction logique sous la forme d’un circuit électrique

avec des interrupteurs :

Exceés de vitesse Pas hors localité

Infraction

@
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De table de verité a circuit logique

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")

On pourrait réaliser cette fonction logique sous la forme d’un circuit électrique
avec des interrupteurs.

Cependant, on veut automatiser le processus.
De plus, on veut abstraire le processus. é%;
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De table de verité a circuit logique

"Est en infraction" = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")

e Une table de vérité peut tout aussi bien étre résumée par un schéma.

e Le schéma doit incorporer les fonctions logiques que sont ET et PAS.
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De table de verité a circuit logique

"Est en infraction” = ("Roule a plus de 50 km/h") ET (PAS "hors localité")

e Une table de vérité peut tout aussi bien étre résumée par un schéma.
e Utilisons les symboles arbitraires suivants, nommés portes logiques :
o ET est arbitrairement symbolisé par le symbole D

o PAS est arbitrairement symbolisé par le symbole D@
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De table de verité a circuit logique

Roule a plus de 50 km /h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

A)Roule a plus de 50 km /I
(A)Roule a plus de m/h (R) Est en infraction

(B) Est hors localité
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De table de verité a circuit logique

Roule & plus de 50 km /h

Est hors localité

Est en infraction

0

0
1
i

A)Roule A plus de 50 km/h
( ) p /

(B) Est hors localité

HPAS"

\

0

1
0
1

0

0

1

0
"ETH

(R) Est en infraction
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De table de verité a circuit logique

Roule a plus de 50 km/h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Dans cet exemple, la personne roule a plus de 50 km/h hors localité :

1

A)Roule a plus de 50 km/!
(A)Roule a plus de m/h (R) Est en infraction

(B) Est hors localité
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De table de verité a circuit logique

Roule a plus de 50 km/h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Dans cet exemple, la personne roule a plus de 50 km/h hors localité :

1

A)Roule a plus de 50 km/!
(A)Roule a plus de m/h (R) Est en infraction

(B) Est hors localité 7 5
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De table de verité a circuit logique

Roule a plus de 50 km/h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Dans cet exemple, la personne roule a plus de 50 km/h hors localité :

(A)Roule a plus de 50 km /h 1 9

(R) Est en infraction

(B) Est hors localité 7 5
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De table de verité a circuit logique

() Table de Vé”té farte de Roule & plus de 50 km /h | Est hors localité | Est en infraction
0 0 0
propositions logiques binaires. ‘

O = O

0 1
1 0
1 1
e Circuit logique fait de portes
logiques prenant des valeurs
binaires en entrée et retournant

des valeurs binaires en sortie.

e Le circuit réalise la table de
verite.
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Différents types de portes

Chaque porte correspond a une table de vérité.

1 - 1 r

NAND

| : AND
OR NOR XOR
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Différents types de portes | NOT

D D
- D DD

Al NOT(A
0 1
1 0
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Différents types de portes | Bulles d’inversion

Les portes suivies d’'une bulle d'inversion sont l'inverse de leur pendant sans

bulle. —} _}

NAND

Bulles d’inversion

OR NOR XOR
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Différents types de portes | AND

%

A|B| AND(A, B) ¥oT
0o 0
01 0
110 0
1|1 1

S

AND
OR

D

NAND

NOR XOR
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Différents types de portes | OR

Chaque porte posséde une table de vérité.

omany T —F > ] O ) >

D
‘D% AND

A|B

010 0
011 1
110 1
1|1 1

OR

NAND

NOR

XOR
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Différents types de portes | NAND

NAND(A, B)
1

Not AND

"Tous" —} —]

—_ o = ol

1
1
0
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Différents types de portes | NOR

Not OR A| B | NOR(A, B)
00 1
01 0

"Nj" 110 0
1|1 0

OR NOR XOR
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Différents types de portes | XOR

Exclusive OR

DD
o I J O

OR NOR XOR

e =R =
—_ o = O

Yann Thorimbert 28



Note sur les schemas de circuits logiques

Séparation en

deux chemins\
A

B

On représente les noeuds ou jonctions avec un point.
On représente les fils qui se croisent sans point.
Parfois, nous écrirons des expressions sur le schéma.
Voici un exemple :

OR(NOT(A), B)

Croisement

/ (pas de contact)
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Votamatic

e On considére la table de vérité suivante, A B C
traduite en francais par "(PAS AET PAS B) OU (AET B)": o 0 | 1

e Quel circuit logique lui correspond ? o 1 | o
1 0 0

Votamatic.unige.ch

Code VCVT
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Votamatic code VCVT - (PAS AET PAS B) OU (AET B)

A)% ’ %
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Rappel : transistors

Les transistors sont les éléments électroniques de base
des ordinateurs actuels.

Robinets a électrons : laissent (ou pas) passer le courant
électrique entre deux bornes en fonction de la tension a
une troisieme borne.

SiI'on peut réaliser les schémas dans la vie réelle, alors
on peut simuler un raisonnement logique grace a une
machine !
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Aparté physique

e Quand un courant électrique traverse une résistance, on mesure une
différence de tension aux bornes de la résistance.

e LoidOhm:AU = U, - U, =R - I

e On dit que la résistance fait chuter la tension.
U U

1 2
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De transistors a portes logiques

Fonction logique NOT :

Source J_

5V
Base n’active pas le transistor :
= Le courant ne s’établit pas
= Pas de chute de tension. Colleceur
5

Base
ov

Terre ——

o =
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De transistors a portes logiques

Fonction logique NOT :

Source J_

5V

Base n’active pas le transistor AU=0V
= Le courant ne s’établit pas:. L/
= Pas de chute de tension. CHliecteur

5V

Base
ov

Terre ——
ov
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De transistors a portes logiques

Fonction logique NOT :

Source [z

Base active le transistor.

= Le courant s’établit.
= Chute de tenSion. C\c;llecteur
0
B ,
SV “’W\/\w{ >

Terre —=
ov -
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De transistors a portes logiques

Fonction logique NOT :

Source J_

5V
Base active le transistor. AU=5V
= Le courant s’établit. O{
= Chute de tension. Ovllecteur
T W
Terre ——
ov -
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De transistors a portes logiques | Abstraction

Fonction logique NOT :
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De transistors a portes logiques | Abstraction

Fonction logique NOT :

A NOT(A)
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Une premiere porte : transistors en serie

e |l y a chute de tension au collecteur si le courant s’
établit a travers I'un ET l'autre des transistors.

e Autrementdit: U_> 0 seulement si au moins un des
deux transistors n’est pas active.

A|B Résultat

Résultat

Yann Thorimbert 40



Porte NAND

e |l y a chute de tension au collecteur si le courant s’ J_
établit a travers I'un ET l'autre des transistors.

e Autrementdit: U_> 0 seulement si au moins un des
deux transistors n'est pas active. C ___NAND(A,B)

A|B| NAND(A, B) 4

1 :} B

1
1 NAND
0

—_— - O O
_— O = O
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Porte NAND

Fonction logique

A| B | NAND(A, B)
010 1
01 1
110 1
11 0

Porte logique

1

NAND

&

Circuit électronique

NAND(A, B)
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Une seconde porte : transistors en parallele

e |l y a chute de tension dés que A OU B est active.
° UC > (0 seulement si aucun transistor n’est activé.

A

B

Résultat

%.C_ Résultat
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Porte NOR

Il y a chute de tension dés que A OU B est active.

UC > (0 seulement si aucun transistor n’est activé. J_
A| B | NOR(A, B) §
00 1 D TC _ NOR(4, B)
011 0
J S O
111 0 = =
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Combinaison de fonctions logiques

On observe que NAND est une inversion de AND au méme titre que NOR est une

inversion de NOR.

A

AND

NAND

OR

NOR

0

0
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Combinaison de fonctions logiques

On observe que NAND est une inversion de AND au méme titre que NOR est une

inversion de NOR.

A AND NAND OR NOR
0 0 0
0 0 1
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Combinaison de fonctions logiques

On observe que NAND est une inversion de AND au méme titre que NOR est une

inversion de NOR.

A AND NAND OR NOR
0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
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Combinaison de fonctions logiques

NAND(A, B) = NOT(AND(A, B))
NOR(A, B) = NOT(OR(A, B))

A B
0 0
0 1
1 0

AND

NAND
1=not(0)
1=not(0)
1=not(0)

O0=not(1)

OR

NOR
1=not(0)
0=not(1)
0=not(1)
0=not(1)
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Combinaison de fonctions/portes logiques

Exemple pour NOR(A, B) = NOT(OR(A,

Ag
NOR(A, B)
B

A B
0 0
0 1
1 0

B))
D—DO—N T(OR(A, B))

OR

NOR
1=not(0)
0=not(1)
0=not(1)

0=not(1)

Yann
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Combinaison de fonctions/portes logiques

Exemple pour OR(A, B) = NOT(NOR(A, B))
A A
B:DOR(A, B) BD—[>O—NOT(OR(A, B))

Exemple pour AND(A, B) = NOT(NAND(A, B))

A A—
. }AND(A, B) B_w NOT(NAND(A, B))
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Exemple de porte AND a base de transistors

JL
L
g AND(A, B)
NAND(A, B)
A:%

A_w NOT(NAND(A, B))
B~

B

Yann Thorimbert 51



Exemple de porte AND a base de transistors

g - S - . . . .y

A_w NOT(NAND(A, B))
B~
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Exemple de porte AND a base de transistors

A - >
w NOT(NAND(A, B)) 7 \
B_

SOt
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Exemple de porte AND a base de transistors

A B \\
~- - -=-=-=== ~ |
A H “So— NOT(NAND(A, B)) ,’ J_ Y l :
B_.
| : I |
| | I |
| |
: Iy NOT(NAND(A,B))
: NAND(A, B)l | = :
I Iy AND(A,B)
I * d I
I, = :
I = |
| '\ /
| B I P
| N I
Sz
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Algebre de Boole

e Nous avons vu qu’'un raisonnement logique pouvait étre exprime :

o Comme une phrase du langage courant.

o Comme une table de vérité.

o Comme un schéma. Cette derniere méthode peut s'implémenter comme un circuit logique
dans le monde physique, par exemple grace a des transistors.

e Afin de simplifier 'expression des raisonnements logiques, nous allons
maintenant utiliser une notation et des régles mathématiques : 'algébre de
Boole.
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Fonctions logiques | Notation

= TRUE et 6 = FALSE

Fonction | Algébre | Logique | Programmation | Diagrammes logiques
NOT ! - ou ~ ! ~>@—
AND A && ou and :}
OR + Y% | ou or D
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Logique booléenne | Fonctions de base

e Exemple:

OR(TRUE, TRUE) = TRUE s’écrit 1 + 1 =1 en notation algébrique.

e Exemple:

AND(TRUE, FALSE) = FALSE s’écrit 1 - 0 = 0 en notation algébrique.
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Réesume avant d’aller plus loin

Une fonction logique est définie par une table de vérité.

Une fonction logique porte sur des propositions logiques vraies ou fausses.
Une fonction logique peut étre exprimée a 'aide de 'algébre de Boole.

Une fonction logique est symbolisée par une porte logique sur un schéma de
circuit logique.

Une porte logique peut étre réalisée au moyen de transistors.
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Résumé avant d’aller plus loin | Exemple avec NAND

Exemple : La fonction logique NAND est définie par sa table de vérité, et peut étre
représentée de différentes facon, voire méme étre réalisée a l'aide de transistors.

Notation algébrique

Table de vérité

I(AB) A|B | NAND(A, B)
00 1
N _ 0|1 1
Propositions logiques 1o 1
1|1 0

Symbole de porte logique

B

NAND
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Logique booléenne | Relations générales

e Comme on I'a vu, on peut dégager certaines relations générales.
Par exemple : OR(A, B) = NOT( NOR(A, B) )
Ou encore (équivalent) :A+ B =1(!1(A+B))

e L'algebre de Boole (vers 1850) formalise le calcul de propositions binaires.
Permet de transformer des phrases en expressions algébriques.

e Neécessaire car:

o Tous les raisonnements ne sont pas aussi simples que celui de I'exces de vitesse.
o Simplification d’expressions en apparence complexes — impact sur le circuit correspondant !
o  On veut pouvoir fournir des preuves formelles.
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Logique booléenne | Priorité des opérations

e PAS(rouler trop vite) ET (étre hors localité) s'écrit: 'A- B
_ ~ J _ ~ J
A B

La négation est prioritaire sur les autres fonctions logiques.

e Pour le reste, on suit I'ordre des opérations habituel en mathématiques.
= AND est prioritaire sur OR.

Yann Thorimbert 61



D)
J

Logique booléenne | Régles - Double négation

e Pour’exemple, revenons sur la correspondance obtenue par "force brute" :
OR(A, B) = NOT(NOR(A, B) )

C'est-a-dire : A+ B =!(!(A+B))
e ATévidence, X = !(IX)

e Analogue a la double négation dans la langue francaise :
"ce n'est pas irréaliste" signifie "c’est réaliste".
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Logique booléenne | Preuve des regles

e Une facon de procéder : vérification exhaustive.
e Exemple pour!(x+y)=Ixly

X y I(x +y) Ix ly
0 0
0 1
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Logique booléenne | Preuve des regles

Une facon de procéder : vérification exhaustive.

Exemple pour !(x +y) = Ix ly

X

0

0

y
0

1

I(x +y)
10+ 0)=10=1
0+ 1)=11=0
I(1+0)=11=0

1+1)=1=0

Ix ly

1010=11=1
01M1=01=0
110=10=0

10!10=00=0

Yann Thorimbert 64



Logique booléenne | Regles importantes

Version OR

Nom Version AND
Valeur nulle (<o =4) l1+x=1
Valeur neutre 1~ =@ O+ax==um
Complément gl =10 r+lr =1
Commutativité r= ym r+y=y+=x

Associativité

B = ()=

Il y en a d'autres...

g+ +2)=w+y)+=
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Logique booléenne | Regles importantes

Nom

Version AND

Version OR

Valeur nulle
Valeur neutre
Complément
Commutativité
Associativité
Distributivité
Idempotence
Absorption
Théoréme de De Morgan

0 < igr =4)

1~ =@

gl =10

2= Y
2} = g )=

r(y+z)=zy+zx

B = T
r(r+y) =2
(zy) =lz+ly

7
A~

l1+z=1
O+z==2
z+lz =1
&+ =g+
r+ (y+z2)=(+y)+=2
r+yz=(x+y) - (r+2)
&L=
r+ (xy) =2
(x +y) =lzly
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Exemple de simplification

XY +X=7?

Version OR

Nom Version AND
Valeur nulle k- i =10 l1+z=1
Valeur neutre -2 =@ O+z==x
Complément sl =1 x+lr =1
Commutativité vl = Y r+y=y+cz
Associativité t(ge) = (xy)e z+y+z2)=(+y)+=2
Distributivité r(y+z)=zy+xzz |x+yz=(x+y) - (x+2)

Idempotence
Absorption
Théoréme de De Morgan

z(x+y)==x
(zy) =lz+ly

€T =

Yann Thorimbert
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Exemple de simplification

XY + X = XY +X1=X(Y+1)=X

Version OR

Nom Version AND
Valeur nulle B - =1 14+z=1
Valeur neutre -3 =@ 0+a=u
Complément sl =1 r+lr =1
Commutativité Ty =yx z+y=y+=x
Associativité Bl = (wy)= z+y+z2)=(+y)+=2
Distributivité r(y+z2)=xy+zz | z+yz=(c+y) (x+2)
Idempotence = i i =
Absorption z(x+y)==x x + (x J)
Théoréme de De Morgan (zy) =lz+y (x +y) =lzly
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

e Existe-t-il une fonction qui permette a elle-seule de formuler toutes les
autres ?

1 1>

NAND

l : AND
OR NOR XOR
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

e Existe-t-il une fonction qui permette a elle-seule de formuler toutes les
autres ?
e Reéponse : oui. Il en existe méme deux.

1 1>

NAND

\ : AND
OR NOR XOR
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

e Partons des trois fonctions qui nous semblent fondamentales : NOT, AND,
OR.

e \oyons si 'on peut réduire ce triplet de fonctions.
Arbitrairement, commencons par examiner OR:

x+y=lx+1ly =I(Ix-ly)
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

e Partons des trois fonctions qui nous semblent fondamentales : NOT, AND,
OR.

e \oyons si 'on peut réduire ce triplet de fonctions :

X +y=1(Ix)+I(ly) =1(Ix -ly)
7

Double négation De Morgan

= OR peut étre exprimé avec NOT et AND, c’est-a-dire NAND.
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

1) On vient de montrer que x +y = I(Ix - ly) = NAND(!x, ly)

2) Quid de la fonction NOT elle-méme ?
Ix = 1(x - x) = NAND(X, x)
N

ldempotence

Ix ly
3) En combinant 1) et 2) :
X +y = NAND(!x, ly) = NAND(NAND(x, x) , NAND(y, y)).
On vient de montrer que OR peut étre exprimé exclusivement a partir de NAND.
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Logique booléenne | Fonction logique universelle

e On vient de montrer que OR peut étre exprimé exclusivement a partir de
NAND.
e Faisons pareil avec AND :

x-y = llx-Nly = I(Ix +ly)

7

Double négation de Morgan

e Autrement dit : AND est exprimable avec NOT et OR.
e Comme on vient de montrer que OR et NOT sont exprimables avec NAND,
alors AND est également exprimable avec NAND.
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Logique booléenne | Fonctions logiques universelles

e NOR est universelle au méme titre que NAND (démonstration similaire).

e |l se trouve que ce sont justement les portes les plus faciles a construire avec
des transistors.

L 1

1l NAND(A, B) %NOR(A, B)
A
- S ORE®
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

e Objectif : obtenir la table de vérité correspondant a la fonction logique P(x,y,z)
telle que P(x,y,z) = 1 si et seulement si le nombre "zxy", est premier.

e Exemples:
o P(1,0,0) = 0 car 100, = 4 n'est pas premier.

o P(1,0,1) =1 car 101, = 5 est premier.
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Objectif : obtenir la table de vérité correspondant a la fonction logique P(x,y,z) telle
que P(x,y,z) = 1 si et seulement si le nombre (zxy), est premier.

y

X

P «

/

—

Output
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Objectif : obtenir la table de vérité correspondant a la fonction logique P(x,y,z) telle
que P(x,y,z) = 1 si et seulement si le nombre (zxy), est premier.

z y X P
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Objectif : obtenir |la table de vérité correspondant a la fonction logique P(x,y,z) telle
que P(x,y,z) = 1 si et seulement si le nombre (zxy), est premier.

= =2 a2 O O O O N

y P
0 0
0 0
1 1
1 1
0 0
0 1
1 0
1 1

- | O |- O | = O | =~ o X
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Maintenant, comment obtenir une expression algébrique pour P, de la forme P =
f(z,y,x) ?

= A A A O OO O N
= A OO |~ A~ |0 0 I
a2 O |~ O |~ O |~ |Oo | X
- O |~ O -~ |~ 0O |o |7
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P = 1 :

Condition

z
0
0
0
0
1
1
1
1

- - o o - - o o <
- o - o - o - o b
- o - () RN —_ o o v
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P = 1 :

Condition z y X P
0 0 0 0

0 0 1 0

l1zy!x 0 1 0 1
1zyx 0 1 1 1

1 0 0 0

zlyx 1 0 1 1

1 1 0 0

zyx 1 1 1 1

P = lzylx + 1zyx + zlyx + zyx
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P =1 :
P =lzylx + lzyx + zlyx + zyx

Simplifions :
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P = 1 :
P =lzylx + Izyx + zlyx + zyx

Simplifions :

=lzy(Ix + x) + zx(ly +vy)

P =lzylx + lzyx + zlyx + zyx
D Distributivité AND
D Complément OR

= lzy + zx
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P = 1 :
P =lzylx + lzyx + zlyx + zyx = lzy + zx

Ce qui correspond au circuit :
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Un exemple non trivial : nombres premiers a 3 bits

Listons les conditions pour avoir P = 1 :
P =lzylx + lzyx + zlyx + zyx = lzy + zx

Ce qui correspond au circuit :

M

P=z-x2 + !z-y
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Votamatic - 2 questions

votamatic.unige.ch code JZVB

(=] 5. ]

[=],
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Votamatic code JZVB (Question 2)

Pourque X=1etY =1, que doivent valoirAet B ?

| @
= /T}Y
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Une approche méethodique pour I'expression d’'une table

e Précédemment (nombre premier a 3 bits), nous avons listé toutes les fagons
de produire la valeur 1 en sortie, puis avons simplifié I'expression.

e Ces difféerentes fagons de produire 1 sont combinées avec des OU logiques.
e Methode : output = expression, + expression, + ... + expression .

e (Cette méthode se nomme la méthode des mintermes.
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Mintermes et maxtermes

e Mintermes : lister toutes les facons de produire la valeur 1 en sortie
(combinées avec des OU).

e Maxtermes : lister toutes les facons de ne pas produire la valeur 1 en sortie
(combinées avec des OU), puis en effectuer la négation.

Yann Thorimbert 90



Exemple pour les maxtermes | Nombre premier a 3 bits
e Les entrées qui donnent P = 0 sont 000, 001, 100 et 110.

e Cela correspond a I'expression P = Izlylx + 1zlyx + zly!x + zy!x
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Exemple pour les maxtermes | Nombre premier a 3 bits
e Les entrées qui donnent P = 0 sont 000, 001, 100 et 110.
e Cela correspond a I'expression P = Izlylx + 1zlyx + zly!x + zy!x
e Simplification : IP = Izly(Ix + x) + zIx(ly + y) = 1zly + z!x

e Neégation: P =1IP=1(lzly + zIx) = I(Izly) - I(z!x) = (1z+!ly) - (I1z+!!x)
=(z+y) - (z+X)
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Exemple pour les maxtermes | Nombre premier a 3 bits

FinalementP =(z+vy) - (1z + x)

}P:(z—i—y)-(!z—}-w)
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Note sur I'équivalence des deux derniers circuits

Circuit obtenu avec les mintermes :

P=z-z + z-y
P =zx+lzy
m

Circuit obtenu avec les maxtermes :

Py =@ +y) " (1z+x)

}P:(z—i-y)-(!z-l-m)
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Note sur I'équivalence des deux derniers circuits
e Sinous navons pas faitd'erreur: P_ =P

o P, ,=(z+y) (lz+x)=2zlz+zx+lzy +xy =zx +lzy + xy =P _+ Xy
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Note sur I'équivalence des deux derniers circuits

e Sinous navons pas faitd'erreur: P_ =P

o P, ,=(z+y) (lz+x)=2zlz+zx+lzy +xy =zx +lzy + xy =P _+ Xy

e Deux possibilités :
o Sixy =0, on al'équivalence.
o Sixy=1,alorsx=1ety=1.Danscecas, P =zx+1zy =z + 1z =1 et, de toute maniere, P_+
xy="P_.

e Note : en fait, zx + lzy + xy = zx + 1zy correspond au théoreme du consensus,
ou théoreme de la redondance.
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Circuits combinatoires
e Circuits combinant plusieurs portes logiques (déja vu !)
e Limite entre porte logique et circuit logique dépend des auteurs.

e Nous allons ici voir deux circuits combinatoires importants :

o Le multiplexeur
o L’additionneur
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Le multiplexeur

/

MUX

\
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Multiplexeur a 2 voies

e |l est courant de vouloir exprimer des conditions du type : "Si S est faux,
alors la valeur de sortie est A, sinon la valeur de sortie est B."

e Permet d’effectuer un choix entre A et B grace a S.

e Equivalent électronique du if/else de programmation :
if S ==
Out = A
else:
Out = B
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Multiplexeur a 2 voies

e |l est courant de vouloir exprimer des conditions du type : "Si S est faux, alors
la valeur de sortie est A, sinon la valeur de sortie est B."

e Permet d’effectuer un choix entre Aet B grace a S.

e Bien entendu, on peut exprimer cela au travers d’'une table de vérite.
Trois entrées : S, A, B.
Une sortie : Out.

e \ocabulaire : S est la ligne de contréle, A et B sont les lignes de données.
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Multiplexeur a 2 voies

e On décide que S=0 correspond a la sélection
de A et S=1 correspond a la sélection de B.

e On obtient en sortie une copie de I'entrée
sélectionnée.

e Symbole :

MUX —Out
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Multiplexeur a 2 voies

e On décide que S=0 correspond a la sélection
de A et S=1 correspond a la sélection de B.

e On obtient en sortie une copie de I'entrée
sélectionnée.

e Symbole :

A —
direqueA=0 5 |4
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Multiplexeur a 2 voies

e (ette table de vérité est équivalente a celle du

probléeme du nombre premier a 3 bits !

o S—»>zA—->yB—-oXx,Out—->P

Out
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Multiplexeur a 2 voies

S A B Out
e (ette table de vérité est équivalente a celle du
. . . . 0 0 0 0
probléeme du nombre premier a 3 bits !
0 0 1 0
e Out=SB +ISA 0 1 0 1
0 1 1 1
S
1 0 0 0
A 1 0 1 1
Out
B 1 1 0 0
1 1 1 1
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Multiplexeur a k voies

Exemple pour k = 4 lignes de données

00

01

10

11

Out

In1

In2

In3

In4

Ss S,
Ini—Jwo
In2—01
Ing— o i
Ing— i
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Multiplexeur a k voies

Exemple pour k = 4 lignes de donneées.

S Out
00 In,
01 In,
10 In,
11 In,

I'n,l_
I’nz—
Ing_

In4_

00
01

Out

Yann Thorimbert 106



Multiplexeur a k voies | Taille de la ligne de controle
e Sélectionne I'une des k entrées, selon le signal de contréle S.

e Question : quelle doit étre la taille (nombre de bits) de S afin de pouvoir
sélectionner n'importe laquelle des k entrées ?
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Multiplexeur a k voies | Taille de la ligne de controle
e Sélectionne I'une des k entrées, selon le signal de contréle S.

e Question : quelle doit étre la taille (nombre de bits) de S afin de pouvoir
sélectionner n'importe laquelle des k entrées ?

e Reponse : il faut log, (k) bits. Autrement dit, si la ligne de contréle comprend n
bits, on peut sélectionner une entrée parmi k = 2".

e Exemple : avec 3 bits pour la sélection, on peut avoir 8 voies.
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Multiplexeur a k voies | Symboles

e Sila ligne de contréle comprend n bits, on peut sélectionner une entrée parmi
k=2".

e Plutét que de dessiner toutes les voies sur les schémas, on indique le nombre
de bits concernés avec une barre oblique. Exemples :

S S
n 3

n 8
In—— MUX Out In—— MUX Out
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Multiplexeur a k voies | Parcours du signal

e Question : combien de portes logiques le signal doit-il traverser pour genérer
un output ?
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Multiplexeur a k voies | Parcours du signal - Intuition

Question : combien de portes logiques le signal doit-il traverser pour genérer

un output ?

00 :

01:

10 :

11

In1

ITI,3

:Iny

S1

Sa

Out
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Multiplexeur a k voies | Parcours du signal

Question : combien de portes logiques le signal doit-il traverser pour genérer

un output ?

00 :

01

10 :

11

I'I’Ll

:I’I’Lg

I’I’lg

:In4

0

Ing
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Multiplexeur a k voies | Parcours du signal

e Question : combien de portes logiques le signal doit-il traverser pour genérer
un output ?

e Reéponse : ce nombre est proportionnel au nombre de bits de S.

e Raison : multiplexeur a k voies peut étre vu comme un arbre de multiplexeurs
a 2 voies. Le nombre d’etages de cet arbre est de log,(k).
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Multiplexeur a k voies | Parcours du signal

Le signal doit traverser un nombre de portes proportionnel a log(k).

Ce fait trouvera son importance plus tard dans le cours, car des multiplexeurs
sont utilisés pour selectionner des données dans la meémoire de l'ordinateur.

A savoir : la vitesse d’accés aux éléments de la mémoire est d’autant plus
lente que les adresses sont longues.
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Multiplexeur a k voies (non traité en cours)

e Question : quel est le nombre de lignes de la table de vérité d'un multiplexeur
a 3 voies ?

(non traité en cours)
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Multiplexeur a k voies (non traité en cours)

e Question : quelle est le nombre de lignes de la table de vérité d'un
multiplexeur a 3 voies ?

e Deébut de la table de veérité pour k = 4 voies :

S, S, In In In In Out
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0
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Multiplexeur a k voies (non traité en cours)

e Question : quelle est le nombre de lignes de la table de vérité d'un
multiplexeur a 3 voies ?

e Réponse :ily a k + log,(k) colonnes, donc 2 * 1092 = K2k

e Cependant, le nombre de portes logiques que le signal doit traverser est
proportionnel au nombre de bits de S.
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L ’additionneur

ADD

Yann Thorimbert 118



Le circuit additionneur

e Objectif : prendre deux mots (états binaires) en input, et obtenir un mot en
output qui représente la somme des inputs.

e Inputs:
o Bitsdunombrea:ag,a, ... .a_
o Bits du nombre b : bo, b1, ,bn_1
e Outputs:
o Bitsdelasommess., ... s,

o Bit de laretenue R.
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Rappel sur I'addition binaire

e Exemple de 011001, + 110011,

01

01

0

1

1

0

Difficulté : la retenue
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Addition de deux bits

e (Quatre cas possibles pour une colonne donnée.
O +0 = 0

1= 1
0 = 1
1 =10

\

Pas présent sur la colonne concernée

O O O O
+ + + +

0
1
1

e |a table de vérité pour I'addition sur une colonne correspond donc au XOR.
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Addition de deux bits

e Latable de vérité pour I'addition sur une colonne correspond donc au XOR.
e Ne prend pas en compte la retenue !
e XOR(a,p)=aeb
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Addition de deux bits

e Ne prend pas en compte la retenue !
e Comment modifier ce circuit pour également avoir un output de retenue ?

a b aeb
a \
0 0 0 )) a®b
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Addition de deux bits | Prise en compte de la retenue

e Pourle casou a et b valent 1, une retenue existe !
e Circuit souvent nommé "demi-additionneur".
e Reste a la transmettre a la colonne de gauche, et récupérer celle de droite.

a b aeb ab \ somme
a @

0 0 0 0 )) a®b
b ®

0 1 1 0 /,

1 0 1 0 retenue
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SEREN
/ \
(e )
EZAs
X

Additionneur | Cas général (additionneur complet)

En plus de a; et b, Le circuit associé a chaque colonne regoit en input le reste
de la colonne de droite, r, = R .
Le circuit de chaque colonne output la somme s. et transmet le reste R, a la
colonne de gauche.

— O

Symbole de I'additionneur complet : |

o <«
U <+
el
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Additionneur | Cas général

En plus de a; et b, Le circuit associé a chaque colonne regoit en input le reste
de la colonne de droite, r.= R, .
Le circuit de chaque colonne output la somme s. et transmet le reste R, a la
colonne de gauche.

b b
Exemple & 4 bits : af’ 113 af f 011 111 010 lo

R<— + + + + [T

/ ! l ! !

Bit de débordement 83 S92 $1 S0
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général 1 bit

r a b s R
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général

On trouve I'expression pour R :
Soit a et b valent 1 tous les deux, peu importe r;
Soit rvaut 1 et uniquement I'un des bits a et b vaut 1.

(@)

(@)

r

o O | |o

a

0
0

—_

o |O

b
0

o o o | =
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général

e On trouve I'expression pour R :

o Soit a et b valent 1 tous les deux, peu importe r ;
o Soit rvaut 1 et uniguement I'un des bits a et b vaut 1.

= R=ab+r(aeb)
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général

e On trouve I'expression pour s :
o Soit r vaut 0 et uniguement I'un des deux bits a et b vaut 1 ;
o Soitrvaut1eta=»hb.

r a b s
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général

e On trouve I'expression pour s :
o Soit r vaut 0 et uniguement I'un des deux bits a et b vaut 1 ;

S'exprimeaeb=0
= s=Ir(aeb)+rl(aeb).

Mais comme x @ y = xly + Ixy, on remarque finalement que :
s=re(aeb)
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Additionneur | Table de vérité pour le cas général

e R=ab+r(@aeb)
e s=ro(aeb)
e Additionneur complet :

" ) ' s=(a®b)dr

a®d®b

a N (a®b)r

’ R _/ \—DfR:(aéBb)r—i—ab
Ja
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Soustracteur | Rappel sur le complément a 2
e a-b=a-+(-b).
e Profite des avantages du complémenta 2!

e Le codage de (-a) est obtenu comme flip(a) + 1.
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Soustracteur

e a-b=a+(-b)=a+flip(b) +1

T

Fourni au circuit comme un "reste

initial"
e Soustracteur :
r=1
l
@ k
+ s
{ P k
b 4 l
R
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Soustracteur

e a-b=a+(-b)=a+flip(b) +1
\ Bit a bit, revient a b

e Soustracteur:

r=1
|
a#
+ s
k
b{ >Oﬁ;>k l
R
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Note sur les optimisations

e Dans notre additionneur complet, chaque additionneur 1-bit doit attendre le
résultat de son voisin avant d’effectuer son calcul, car il a besoin de la
retenue.

e Dans les ordinateurs modernes, les additionneurs utilisent des techniques
avanceées pour anticiper les retenus et gagner du temps.
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Logique sequentielle et eléements de mémoire

Apres avoir discuté de I'architecture des ordinateurs, nous reviendrons sur la

facon de réaliser des circuits capables de mémoriser des valeurs (aprés la
semaine 7).

Cela se fera grace a des circuits dits "séquentiels”, ou une notion de temps
intervient.

Q

e
o
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