Fiche mémotechnique sur les ordres de magnitude

Eléments d’informatique théorique *

1 Définitions

Soient f et g deux fonctions de N* dans N*.

Définition 1

o /= 0(g) (g domine f ) 5i 3C,N f(n) <
Cg(n)Vn > N.

e f=o0(g) si VCAN f(n) < Cg(n)Vn > N.
o f=0Q(g) siIC,N g(n) < Cf(n)Vn > N.
e f=w(g) s VCIN g(n) <Cf(n)Vn > N.

e f=0(g) si 3C1,C2, N Cig(n) < f(n) <
Cag(n)Vn > N.

o f=0u(g) 5i 30F%n g(n) < Cf(n).
o f=wwlg) 5 YOF®n g(n) < O (n).

L’ordre de magnitude le plus utilisé est le
symbole de Landau, autre nom donné & O. Il y
a de nombreuses fagon de définir les ordres de
magnitude. Nous en donnons pour exemple la
proposition suivante.

Proposition 1 o(f) = {g | limpseo % = 0}.

La proposition suivante est aussi fort utile.

Proposition 2 f = O(g) ssi f = O(g) et g =
0(f)-

Soit F' une famille de fonctions.

Définition 2

o O(F) =User 0(f)
* o(F) =yer o(f)
o QF) = Uger (/)
o W(F) =Nsepw(f)
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e O(F) = UfeFG)(f)
® Qoo (F) =Ujser QS)
® woo(F) =Nyerw(f)

Proposition 3 Soient f une fonction et v une
fonction ou une famille de fonctions, alors:

o f=0(y) ou (exclusif) f = weo(Y)-
o f=0Q(7) ou (exclusif) f = o(7).

Proposition 4 (O est absorbant) Soit F
une famille de fonctions, soit V un opérateur,

V €{0,0,Q,w,Q}, alors O(V(F)) = V(f).

Voici un exemple d’utilisation de la notation
0.

Exemple 1 Soit f une fonction, alors f =

@(2 [log, f1 )

2 Popriétés
2.1 Propriétés de O

e Si f = O(g) et que cest une constante, alors

cf = 0(g).

e Si fi et fo sont dans O(g), alors f; + fo
aussi.

e Si fi =0(g1) et fo = O(g2), alors

- fit+ fo=0(g1 + 92);
— fi + f2 = O(max(g1, g2));
— fif2 = 0(g192)-

e Soit p un polyndéme de degré n, alors p =

o(z™).

e Si p et g sont deux polynomes de degré m >
n respectivement, alors £ = O(z™™").

e Si f est une fonction bornée, alors f =
0(1).

e Va,b> 1, O(log, z) = O(log, z).



e Si f=0(g) et que h > g, alors f = O(h).
o Si f =0(z™) alors f = O(z™), Vn > m.

Remarque 1 Parmi les classes de fonctions les
plus souvent décrites au moyen de lopérateur
de Landau, on trowve notamment: O(1) C
O(logz) C O(z) C O(zlogz) C O(z?) C
0(2%) C O(=!) C O(z®).

2.2 Propriétés de o

e Si f = o(g), alors ¢f = o(g), pour toute
constante non nulle c.

e Si fi et fo sont dans o(g), alors fi+ fo aussi.
e Si fi =o(g1) et f2 = o(g2), alors

= fi+ fa=o0(g1 + g2);
— fi + f2 = o(max(g1, 92));
— fife = 0(g192)-

o Sipet ¢ sont deux polyndmes de degré m <
n respectivement, alors 2 = o(1).

e Soit C' une constante. On a alors: f(z) €
L+0(1) & limpyeo f(n) =C.

e Si f = o(g), alors f = O(g), mais la ré-
ciproque ne tient pas.

o Si f =0(g) et h =o(f), alors h = o(g).
e Si f=o0(g) et h=0(f), alors h = O(g).
e Si f=0(g) et h=0(f), alors h = O(g).

e Si fi = o(g1) et fo = o(g2), alors fifo =
0(g192)-

e f=0(g) ssi g =Q(f).
o f=0(g) ssi f=0(g) et g=0(f).
o f=0(g) ssi f=0(g) et g=Q(f).

e Si f est une fonction bornée, alors f =
0(1).

e Ya,b>1, O(log, z) = O(log; x).
e Si f=0(g) et que h > g, alors f = O(h).

o Si f =0(z™) alors f = O(z™), Vn > m.
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